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1 Abstract
The influence of the viscosity of respectively water and glycerol is analyzed
with respect to the motion of a cylinder rolling down an inclined plane wit-
hout slipping. An experimental set-up is build for this purpose utilizing a
Go!Motion detector and a set of photocells connected to a timer.
Viscosity is defined in terms of shearing forces, laying a foundation for descri-
bing this property of the liquids inside the cylinder. Reynolds numbers for
the two liquids are calculated in order to account for the flow of the liquids
inside the rotating cylinder.
Moment of inertia and torque is calculated in terms of the set-up and used
in calculations of the kinetic energies, and a model for the influence of the
viscosity is presented to account for the apparent gain of mechanical energy.
The Navier-Stokes equation is solved for the special case of stationary flow,
to help produce this model to describe the motion of the liquid as a function
of radius.
We conclude that the less viscous the liquid inside the cylinder is, the less it
behaves like a rigid body thus allowing the cylinder to obtain greater velocity.
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2 Forord
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sen og Preben Olsen fra værkstedet i IMFUFA. De har været en stor hjælp
gennem hele den eksperimentelle del. Vi vil ogs˚a gerne takke Studenterhuset
p˚a RUC. Mange af ide´erne til projektet er kommet til over nogle kolde Guld-
damer i baren der. Tak i øvrigt til Tuborg. For Gulddamerne alts˚a.
Vores opponentgruppe og deres vejleder Jesper Schmidt fortjener ogs˚a et tak
fra os for deres værdifulde inputs.
Tak til Louise Juhl Nielsen fra sekretariatet p˚a NAT for bare generelt at
være nice.
Tak til Gorm Simonsen fra HTX Roskilde for l˚an af Go!Motion hastigheds
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Til sidst et kæmpe tak til vores søde projekt vejleder Jon Tofteskov, som
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rigtige retning, n˚ar vi var usikre p˚a hvilken vej vi skulle tage.
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3 Introduktion
Vores projekt tager udgangspunkt i en praktisk undersøgelse af et naturvi-
denskabeligt fænomen, nemlig hvilken indflydelse en væskes viskositet har
p˚a et væskefyldt objekts dynamik. Undersøgelsen sker delvist ved, et forsøg
hvor vi har en cylinder halvt og helt fyldt med hhv. vand og glycerol, som vi
ruller ned af et sk˚aplan, og delvist ved en teoretisk model, herunder løsning
af Navier-Stokes ligning i det stationære tilfælde. Herved vil vi undersøge
væskens indflydelse p˚a den rullende cylinders dynamik, som vi forventer vil
være afhængig af væskens viskositet. Vi antager at væskens viskositet vil
p˚avirke cylinderens translatoriske acceleration og herved hastighed. Hypo-
tese, forsøgsopstilling og afgrænsninger vil blive præsenteret i de følgende
afsnit.
3.1 Ma˚lgruppe
Fysikstuderende med interesse i væskedynamik, herunder primært viskositet
og viskøse kræfter.
3.2 Problemformulering
Hvilken indflydelse har en væskes viskositet p˚a en væskefyldt cylinders
dynamik under rulning?
3.3 Hypotese
Vores hypotese tager udgangspunkt i en forventning om at en væske med
høj viskositet vil producere en s˚a stor viskøs kraft mod cylinderens inderside,
at den vil være i stand til at modvirke cylinderens acceleration, og dermed
sænke cylinderens hastighed.
3.4 Semesterbinding
Vi vil i denne rapport undersøge hvordan en væskes viskositet har indfly-
delse p˚a en væskefyldt cylinders dynamik. Dette opn˚ar vi igennem forsøg og
sammenligning imellem resultaterne fra forsøget og en model, udarbejdet p˚a
baggrund af Navier-Stokes ligningen.
Dette stemmer derfor overens med semesterbindingen idet vi vil anvende
forsøg til at indsamle data og derefter sammenligne med de teoretiske resul-
tater vi f˚ar fra modelleringen.
Helt konkret vil vi anvende teori om klassisk mekanik og væskedynamik til at
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beskrive hvordan en væskes viskositet p˚avirker en cylinders dynamik n˚ar den
ruller ned af et skr˚aplan og sammenligner teori med data fra forsøgene. Dette
passer ind i semesterbindingen, idet vi undersøger noget grundvidenskabeligt
ved hjælp af allerede etableret fysik.
3.5 Motivation
Vi har alle en interesse for fysik og har lyst til at undersøge et grundviden-
skabeligt problem. Projektet startede med at der skulle rulles øl ned af et
skr˚aplan, hvor øllen var en central del af projektide´en. Derfor blev vi alle
dybt skuffede da vi forlod denne ide´. Vi fattede dog mod da vi valgte at
fylde cylinderen med glycerol, hvilket vi alle er enige om er en udemærket
substitut.
3.6 Metode
I projektet har vi anvendt litteraturstudier til at udforme den underliggende
teori bag eksperimentet og den eksperimentelle metode til at udføre vores
forsøg og indsamle og behandle data. Derudover har vi brugt modellering til
at opstille rammer for behandling af data for eksperimentet, vha. løsning af
Navier-Stokes ligningen i det stationære tilfælde.
3.7 Afgrænsning
Vi har valgt vores skr˚aplan som referenceramme for ma˚ling af translatorisk
hastighed. Rotationshastighed er ma˚lt med rotationsaksen som referenceram-
me.
Vi har valgt kun at undersøge to væsker; glycerol med en relativ høj visko-
sitet og vand med en viskositet, som er faktor 103 lavere end glycerol[4].
I vores forsøg oplever vi laminart flow for glycerol og turbulent flow for vand.
I vores teoretiske model har vi valgt at begrænse os til at undersøge laminart
flow, da vi ikke er i stand til at løse Navier-Stokes ligning for turbulent flow.
Det betyder egentlig at vores antagelser og udregninger ikke gælder n˚ar cy-
linderen er fyldt med vand, men vi laver alligevel udregningerne og vurderer
om vi kan drage konklusioner af resultaterne.
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4 Forsøgsopstilling
I afsnittet beskrives den eksperimentelle opstilling, samt hvilke overvejelser
der ligger til grund for designet af opstilling.
Der er til forsøget fremstillet et skr˚aplan (figur 1). Forsøgsopstillingen skal
leve op til en række krav. For det første skal der være tilpas meget sta-
tisk friktion mellem skr˚aplanet og cylinderen mens cylinderen ruller ned, s˚a
der kan opn˚as ren rulning. Hvorfor dette er vigtigt beskrives nærmere i af-
snit 4.3 Ren Rulning. Derudover skal cylinderen kunne rulle lige ned s˚a vi
hver gang vil opn˚a samme rullelængde. Vi kræver at den ene ende af pla-
net skal kunne hæves og sænkes, s˚aledes at komponenterne af tyngdekraf-
ten giver anledning til forskellige accelerationer. Derudover skal vi bruge en
udløsningsmekanisme, som kan gøre at den menneskelige faktor spiller s˚a lille
en rolle som muligt.
Figur 1: Forsøgsopstilling (egen figur).
4.1 Skr˚aplanet
I vores opstilling er det et træskelet som holder skr˚aplanet p˚a plads. Bunden
er p˚asat hængsler, s˚aledes at den ikke kan glide væk, men stadig er i stand
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til at kunne indstilles i forskellige højder. I den anden ende af planet kan
pladen løftes op og ned mellem to lodrette pæle. Planet bliver holdt fast
vha. to skruetvinger. For at kunne indstille vinklen, og dermed højden, p˚a
vores skr˚aplan, bruger vi en vinkelma˚ler med indbygget vaterpas. En fotocelle
er placeret i hver ende af planet, og er sluttet til en tæller. Herfra kan vi
aflæse tiden det tager for cylinderen at n˚a fra den ene til den anden ende af
planet. En Go!Motion hastighedsma˚ler er monteret 0, 5 cm fra cylinderens
startposition. Denne er tilsluttet en computer med LoggerPro, og ved hjælp
af denne kan vi finde hastigheden af vores cylinder eksperimentelt. P˚a figur
2 og 3 kan ses billeder af forsøgsopstillingen.
Figur 2: Billede af Go!Motion hastighedsm˚aleren og en af de to skruetvinger, der
holder planet.
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Figur 3: Billede af skr˚aplanet uden hastighedsm˚aler eller fotoceller.
4.2 Cylinderen
Cylinderen er fremstillet af plexiglas med en tykkelse p˚a 0,3 cm. I hver ende
af cylinderen er p˚amonteret et l˚ag. Indersiden af l˚agene er belagt med O-
ringe for at undg˚a tab af væske. En skrue er fastmonteret i det ene l˚ag for at
muliggøre mest mulig p˚afyldning af væske, og for at kunne tage l˚aget af uden
besvær. Det er ogs˚a denne skrue som aktiverer vores fotoceller n˚ar cylinderen
ruller ned af skr˚aplanet. Alle de relevante dimensioner er indtegnet p˚a figur
4.
Figur 4: Cylinder dimensioner (egen figur).
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4.3 Ren Rulning
For at kontrollere om der forekommer ren rulning, laves der optagelser med
et high-speed kamera af rulningen p˚a hhv. 10,5 grader og 21,5 grader. Der
tegnes en streg p˚a cylinderens l˚ag, og p˚a skr˚aplanet med intervaller p˚a 2piR2.
Af optagelserne vil vi kunne konstatere om ren rulning er opn˚aet, ved at
se om stregen p˚a cylinderen og stregerne p˚a skr˚aplanet flugter. Billeder fra
disse optagelser kan ses i figur 5. Her ses det at ved 10,5 grader opn˚ar vi ren
rulning, men ikke ved 21,5 grader. Vi kan herfra slutte at der ved 5 grader
opn˚as ren rulning.
Figur 5: Til venstre: Uren rulning ved 21,5 grader. Til højre: Ren rulning ved 10,5
grader. Stregerne er blevet gjort tydeligere digitalt.
Det er kritisk at opn˚a ren rulning for at kunne lave de antagelse og udregnin-
ger som vi skal bruge til at sammenligne eksperimentet med modellen. Da
ren rulning netop ikke opn˚as ved 21,5 grader, vælger vi ikke at bruge data
fra disse forsøg.
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5 Viskositet
I dette afsnit redegøres der for den viskøse kraft i væsker og hvad der for˚arsager
denne kraft. Dertil illustreres viskositets indvirkning i makroskopiske omgivel-
ser. Til slut redegøres der for, at vi ved at se p˚a et udsnit af vores væskefyldte
cylinder, kan beskrive viskositeten p˚a samme m˚ade som for to parallelle pla-
der.
5.1 Definition
Viskositeten er defineret som væskens interne friktion[1]. I væsker, hvor mo-
lekylerne er pakket s˚a tæt sammen som de frastødende kræfter tillader, vil
tiltrækningskræfterne mellem molekylerne være favoriseret. Ethvert molekyle
i væske vil alts˚a være tæt nok p˚a andre molekyler til at være under indfly-
delse af deres tiltrækningskræfter. Dette er ogs˚a grunden til at viskositeten
bliver lavere ved temperaturstigning, da impulsoverførslen mellem molekyler-
ne i væsken bliver mere hyppig, og de derfor ikke til et vilk˚arligt tidspunkt,
vil være under en lige s˚a stor indflydelse af tiltrækning fra andre molekyler.[1]
Vi vil senere f˚a brug for at skelne mellem den dynamiske viskositet, η ma˚lt
i pascal-sekunder og den kinematiske viskositet, ν ma˚lt i kvadratmeter per
sekund. Forholdet mellem disse to er givet ved følgende formel.
ν =
η
ρ
(5.1)
Her er ρ givet som væskens densitet i masse per volumen. Det fremg˚ar herfra
at den kinematiske viskositet bør afhænge af densitet og derfor ogs˚a tryk.
Trykket vil imidlertid vise sig at være af minimal konsekvens da vi arbejder
med ikke-komprimerbare væsker[4].
For de fleste væsker ligger viskositeten mellem 1 og 1000 mPa ·s[1]. For vand
ved stuetemperatur (20◦C) er viskositeten ∼ 1 mPa · s[4]. Man bruger som
regel udtrykket en ’viskøs’ væske om en væske hvis viskositet er højere end
vands.
5.2 Deformation
P˚a figur 6 illustreres to plader med et væskelag imellem sig. Højden h be-
skriver her afstanden mellem de to plader og forskydningen a af den øverste
plade forekommer under en kraftp˚avirkning F. Da vil γ = a
h
være defor-
mationen. Vi lader den øverste plade blive p˚avirket af en kraft, mens den
nederste plade forbliver stationær. Da vil det gælde at jo mere viskøs væsken
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Figur 6: Forskydningskraft mellem to parallelle plader. I vores tilfælde er h = R1
Figur fra Fluid Mechanics[1].
er, desto mere kraft skal der til for at flytte pladen[1]. Denne sammenhæng
kan beskrives med følgende formel[1]:
F
A
= η
U
h
(5.2)
F
A
beskriver kraft per areal og U = da
dt
beskriver hastigheden. Da vi har med
en væske at gøre, vil en konstant kraft betyde en kontinuer forskydning af den
øverste plade. Her vil kraften være ligefrem proportionel med U. Vi isolerer
F og ender ud med formlen:
F = ηA
U
h
(5.3)
Vi kan herved konstatere at kraften som det kræver at flytte den øverste
plade er proportionel med væskens viskositet.
I vores tilfælde har vi med en cylinder at gøre og ikke to plader. Da er
afstanden h = R1, som er den indre radius indtegnet p˚a figur 4. Hvis vi nøjes
med at se p˚a et lille udsnit af cylinderen p˚a figur 7, kan vi opfatte randen af
cylinderen som pladen, der bevæger sig og centrum af cylinderen som pladen,
der st˚ar stille. Dette m˚a være tilfældet, da hastigheden væsken bevæger sig
med falder som funktion af afstanden fra randen. P˚a figur 7 har vi derudover
illustreret hvordan den viskøse kraft vil virke p˚a vores cylinder.
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Figur 7: Cylinderen i bevægelse med forskydningskraften indtegnet som det vil
være tilfældet i vores system. a og F er de samme som i figur 6. h er i vores tilfælde
R1(egen figur).
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6 Reynolds tal
I følgende afsnit beskrives udregning af Reynolds tallet for vores forsøg. Vi
har brug for at lave beregningerne til at afgøre ved hvilke vinkler vores væsker
flyder laminart.
Reynolds tallet beskriver hvorvidt væsken bevæger sig med et laminart eller
turbulent flow. Tallet kan beskrives p˚a to forskellige ma˚der, alt afhængig af
hvilken form for viskositet man tager udgangspunkt i. For vores ma˚linger
skal vi bruge den kinematiske viskositet, hvilket betyder at Reynolds tallet
beregnes ud fra:
Re =
vL
ν
(6.1)
v = hastighed (m
s
)
L = Den karakteristiske længde, i vores tilfælde R1 (m)
ν = væskens kinematiske viskositet (m
2
s
)
Det er usikkert ved hvilken grænseværdi, væsken overg˚ar til turbulent flow.
Hvis røret er cirkulært er flowet som regel laminart n˚ar Reynolds tallet kom-
mer under ∼ 2000 og hvis værdien kommer over ∼ 4000 vil flowet være
turbulent.[6] Hvis vores beregninger viser sig at være under grænsen p˚a 2000
er der stor sandsynlighed for, at vores cylinder ruller med en væske, som
bevæger sig med laminart flow. Hvorvidt disse værdier viser sig at holde
vand, finder vi først ud af n˚ar vi foretager vores forsøg.
6.1 Beregninger
Den kinematiske viskositet findes ved tabelopslag[4]. Til hastighed anvender
vi værdien for sluthastigheden, som er udregnet i afsnit 9 Energibetragtning.
Først laves udregningen for den kinematiske viskositet af glycerol. Til dette
indsætter vi værdierne for den dynamiske viskositet ved 25◦C i (5.1).
νglycerol =
η
ρ
=
(934× 10−3 Pa s)
1, 261× 103 kg
m3
= 7, 407× 10−4m
2
s
(6.2)
νvand = 8, 900× 10−7m2s
Følgende ligning viser udregning for Reynolds tallet for vand ved en vin-
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kel p˚a 5 grader. De resterende resultater er udregnet p˚a samme ma˚de og
fremg˚ar af tabel 1 og tabel 2
Revand =
1, 018m
s
· 0.047 m
8, 900× 10−7m2
s
= 53 760
Tabel 1: Reynolds tallet for 5 grader:
vfyldt (m/s) Refyldt vhalvfyldt (m/s) Rehalv
Vand 1,018 53 760 0,969 51 172
Glycerol 1,126 71,449 1,377 87,376
Tabel 2: Reynolds tallet for 10,5 grader:
vfyldt (m/s) Refyldt vhalvfyldt (m/s) Rehalv
Vand 1,428 75 411 1,349 71 239
Glycerol 1,557 98,797 1,710 108,505
Ud fra tabellerne kan vi se, at glycerol har et Reynolds tal som ligger
under vores grænseværdi p˚a 2000 og vi kan derfor slutte, at flowet vil være
laminart ved b˚ade 5 og 10,5 grader. Ligeledes fremst˚ar det klart, at vandet
vil have et turbulent flow ved begge vinkler, da Reynolds tallet ligger over
4000.
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7 Inertimoment
En rullende cylinder skal b˚ade bruge energi til en translatorisk og roterende
bevægelse. For at finde energien i en roterende bevægelse skal man bruge le-
gemets inertimoment. Vi vil i dette afsnit beregne inertimomenterne for de
forskellige væsker og fyldningsgrader vi bruger i vores forsøg.
Inertimomentet for et roterende stift legeme er analog til massen for en par-
tikel, hvilket kommer til udtryk i udregningen af den kinetiske energi.
Ekin =
1
2
Iω2 (7.1)
Hvor I er inertimomentet, ma˚lt i kilo-kvadratmeter og ω er vinkelhastig-
heden, m˚alt i radianer pr. sekund. Her er den translatoriske hastighed for en
partikel ogs˚a analog til vinkelhastigheden for et roterende stift legeme.
Argumentet for denne analogi mellem masse for translatorisk bevægelse og
inertimoment for rotationel bevægelse, er at inertimomentet er et m˚al for
trægheden mod ændring i rotationel bevægelse, hvor masse er et ma˚l for
trægheden mod ændring i translatorisk bevægelse.
Inertimomentet er givet ved:
I =
∫
R dm (7.2)
Hvor m er massen af objektet og R er afstanden fra rotationsaksen.
Som et resultat af lign. 7.2, kan vi slutte at inertimomentet er størst hvis
størstedelen af massen i et legeme er placeret langt fra rotationsaksen. Det-
te er rimeligt, da partikler langt fra rotationsaksen bevæger sig med størst
translatorisk hastighed ifht. partikler nærmere rotationsaksen.
Inertimoment for vores cylinder, som betragtes som et stift legeme n˚ar den er
fyldt med væske, er givet ved inertimomentet af væsken plus inertimomentet
af cylinderen, hvor rotationsaksen g˚ar gennem højden af cylinderen.
7.1 Beregninger
Inertimomentet for vores cylinder svarer til summen af inertimomentet for
hver del af cylinderen, som er fundet ved at løse integralet fra lign. (7.2) for
en cylinder-skal, en cirkelskive og en solid cylinder.
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For fyldt cylinder gælder:
Irør =
1
2
mrør(R
2
1 +R
2
2)
Il˚ag =
1
2
ml˚agR
2
2
Ivæske =
1
2
mvæskeR
2
1
Irør + Il˚ag · 2 + Ivæske = 1
2
mrør(R
2
1 +R
2
2) +
1
2
ml˚agR
2
2 · 2 +
1
2
mvæskeR
2
1
Hvor mrør er massen af røret, ml˚ag er massen af et af cylinderens l˚ag, mvæske
er massen af væsken i cylinderen og R1 og R2 er den henholdsvis indre- og
ydre radius af cylinderen.
For halvt fyldt cylinder gælder:
N˚ar vores cylinder er halvt fyldt betragtes den som en hul cylinder, hvor
vandet ligger ligefordelt over overfladen p˚a indersiden af cylinderen. Ogs˚a
her g˚ar rotationsaksen gennem cylinderens højde.
I 1
2
væske =
1
2
· 1
2
mvæske(R
2
1 +R
2
3)
Irør + Il˚ag ·2+ I 1
2
væske =
1
2
mrør(R
2
1 +R
2
2)+
1
2
ml˚agR
2
2 ·2+
1
2
· 1
2
mvæske(R
2
1 +R
2
3)
Hvor R3 er den indvendige radius af væsken.
For at finde R3 bruger vi at vi kan betragte tværsnittet af vores cylinder
som en cirkelskive, hvor arealet er defineret som:
A = piR2 (7.3)
Vi ved at cirkelskiven er halvt fyldt, og arealet derfor kan udtrykkes ved
A = 1
2
piR2.
For at finde den indvendige radius, bruger vi at arealet n˚ar vandet ligger ude
ved randen, kan udtrykkes ved A = piR21−piR23, alts˚a hele cirkelskiven minus
det cirkelformede hulrum. Vi sætter de to udtryk for arealet lig hinanden, og
isolerer for R3.
1
2
piR21 = piR
2
1 − piR23
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R3 =
√
1
2
·R21
R3 = 0, 03536 m
Vi indsætter dimensionerne for vores cylinder:
Tabel 3: Dimensioner for cylinderen
R2 0, 05 m
R1 0, 047 m
R3 0, 03536 m
mvand 2, 231 kg
mglycerol 2, 807 kg
m 1
2
vand 1, 116 kg
m 1
2
glycerol 1, 404 kg
mrør 0, 379 kg
ml˚ag 0, 233 kg
Udregning for vand. De resterende udregninger kan ses i tabel 4:
Ivand =
1
2
· 0, 379 kg · ((0, 05 m)2 + (0, 047 m)2) + 1
2
· 0, 233 kg · (0, 05 m)2 · 2 + 1
2
· 2, 231 kg·
(0, 047 m)2
=3, 939× 10−3kg ·m2
Tabel 4: Inertimomenter for cylinderen
Fyldt glycerol: 4, 575× 10−3kg ·m2
Fyldt vand: 3, 939× 10−3kg ·m2
Halvt glycerol: 3, 903× 10−3kg ·m2
Halvt vand: 3, 405× 10−3kg ·m2
Tom cylinder: 1, 474× 10−3kg ·m2
Vi kan se at n˚ar cylinderen er fyldt med glycerol har den et højere inerti-
moment end n˚ar den er fyldt med vand, hvilket er forventeligt pga. glycerols
densitet som er ca. 20% højere end vands[4]. Derudover er inertimomentet
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for den fyldte cylinder en smule større end for den halvt fyldt cylinder, men
de er tæt p˚a hinanden. Dette kan forklares ved definitionen af inertimoment,
at jo længere fra rotationsaksen masse befinder sig, jo større indvirkning har
det. N˚ar vores cylinder er halvt fyldt fjerner vi masse tæt ved rotationsaksen,
som ikke har s˚a stor indflydelse p˚a inertimomentet.
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8 Kraftmoment
I afsnittet udledes accelerationen af en cylinder p˚a et skr˚aplan ved hjælp af
kraftmomentet. Accelerationen bliver, i afsnit 9 Energibetragtning, brugt til
at bestemme hastigheden af cylinderen opfattet som et stift legeme.
Kraftmomentet for et roterende stift legeme er analog til kraften for transla-
torisk bevægelse, hvilket kommer til udtryk i udregningen af arbejde.
W =
∫
τ dφ (8.1)
Hvor τ er kraftmoment og dφ er ændring i vinkel. Her er dφ ogs˚a ana-
log til ds for translatorisk bevægelse. Argumentet for denne analogi mellem
kraftmoment for roterende stive legemer og kraft for translatorisk bevægelse,
er at kraftmoment er kraft gange arm.
τ = FR (8.2)
Her er F kraftp˚avirkningen og R er afstanden fra rotationsaksen.
Som et resultat af lign.(8.2) kan vi konkludere at kraftmomentet er størst for
en bestemt kraft, n˚ar R er stor. Det vil sige at den kraft et legeme p˚avirkes
med for˚arsager en størst ændring i vinkelhastighed n˚ar kraften p˚aføres langt
fra rotationsaksen.
Figur 8: Til venste: Kraftdiagram for væsken i cylinderen. Til højre: Kraft-
diagram for cylinderen (egen figur).
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For at udregne kraftmomentet for vores cylinder ma˚ vi vide hvilke kræf-
ter, der virker p˚a cylinderen. Vi laver et kraftdiagram, se figur 8, for b˚ade
cylinderen og væsken inde i cylinderen. Kraftmomentet kan kun udregnes for
stive legemer, derfor betragter vi cylinderen som et stift legeme og kigger
ikke p˚a kræfterne for˚arsaget af væsken, som der dog alligevel er redegjort for
i figuren.
8.1 Beregninger
Ud fra figuren kan vi slutte at den eneste kraft, som for˚arsager et kraftmoment
p˚a cylinderen, er friktionen mellem cylinder og skr˚aplan:
τ = FfriktionR2 (8.3)
Vi bruger at:
I
a
R2
= τ (8.4)
Hvor I er inertimomentet, a er den translatoriske acceleration og R2 er cylin-
derens radius. Vi indsætter inertimomentet for vores væskefyldte cylinder.
Ivæskefyldt cylinder
a
R2
= FfriktionR2
Og isolerer for accelerationen:
a =
FfriktionR
2
2
Ivæskefyldt cylinder
(8.5)
Krafterne der virker langs skr˚aplanet er Ffriktion, som virker modsat bevæ-
gelsesretningen, og Ftyngdekraft.
Ftyngdekraft = Mg sin θ (8.6)
Hvor M er vægten af cylinderen inklusiv væske.
Vi ved at summen af krafterne er lig Ma:
Ma = Mg sin θ − Ffriktion (8.7)
Isolerer for Ffriktion:
Ffriktion = Mg sin θ −Ma (8.8)
Indsætter i lign. (8.5):
a =
Mg sin θ −Ma
Ivæskefyldt cylinder
R22 (8.9)
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Isolerer for accelerationen:
a =
Mg sin θR22
MR22 + Ivæskefyldtcylinder
(8.10)
Accelerationen for vores system er s˚aledes givet ved lig (8.10)Fremfor a =
g sin θ som er tilfældet hvis cylinderen gled ned af skr˚aplanet uden friktion.
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9 Energibetragtning
For at bestemme hvorvidt den væskefyldte cylinder bliver bremset af væsken
indeni, bruger vi den kinetiske energi som cylinderen, opfattet som et stift
legeme med samme masse og inertimoment, har efter at være rullet ned af
skr˚aplanet til at beregne sluthastigheden. Vi vil i afsnit 11 Databehandling
sammenligne den væskefyldte cylinders kinetiske energi med den samme cy-
linders, opfattet som et stift legeme og kan derved vurdere hvordan hastighe-
den af væsken udvikler sig afhængigt af afstanden fra centrum.
Da vi antager at skr˚aplanet og cylinderen er et lukket system, er der ener-
gibevarelse under rulningen, s˚a den kinetiske energi til slut er lig med den
potentielle energi til start, Ekin slut = Epot start. Vi starter derfor med at ud-
regne den potentielle energi vores system har, for vand samt glycerol ved en
vinkel p˚a henholdsvis 5 og 10,5 grader. Ud over at beregne den teoretiske
værdi for den potentielle energi, udregner vi ogs˚a den kinetiske energi for
den tomme cylinder i bunden af skr˚aplanet. Dette gøres for at undersøge an-
tagelsen om energibevarelse og kvaliteten af forsøgsopstillingen. Dette gøres
ved hjælp af Ko¨nigs teorem[2].
Ved 5 grader
Den potentielle energi for vand:
Epot = Mgh = Mglsinθ
= 3, 076 kg · 9, 82 m/s2 · 1, 46 m · sin(5◦)
= 3, 844 J
(9.1)
For glycerol:
Epot = 3, 652 kg · 9, 82 m/s2 · 1, 46 m · sin(5◦) = 4, 563 J
For den tomme cylinder:
Epot = 0, 845 kg · 9, 82 m/s2 · 1, 46 m · sin(5◦) = 1, 056 J
Ved 10.5 grader
Den potentielle energi for vand:
Epot = 3, 076 kg · 9, 82 m/s2 · 1, 46 m · sin(10, 5◦) = 8, 037 J
For glycerol:
Epot = 3, 652 kg · 9, 82 m/s2 · 1, 46 m · sin(10, 5◦) = 9, 542 J
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For den tomme cylinder:
Epot = 0, 845 kg · 9, 82 m/s2 · 1, 46 m · sin(10, 5◦) = 2, 208 J
Energibevarelsen undersøges ved at sammenligne sluthastigheden udregnet
ved Ko¨nigs teorem med den m˚alte sluthastighed:
Ekin slut =
1
2
mv2 +
1
2
Iω2 (9.2)
Ved at antage at cylinderen vil rulle uden at glide kan vinkelhastigheden
udregnes ud fra hastigheden og radius:
v = ωR2 ⇔ ω = v
R2
(9.3)
(9.3) indsættes i (9.2):
Ekin slut =
1
2
Mv2 +
1
2
I
(
v
R2
)2
(9.4)
Isoleres hastigheden v f˚ar vi:
v =
√
2R2
√
Epot start√
MR22 + I
(9.5)
Den teoretiske værdi for sluthastigheden af den tomme cylinder ved 5
grader er:
v =
√
2(0, 05 m)
√
1, 056 J√
0, 845 kg · (0, 05 m)2 + 1, 475× 10−3 kg ·m2 = 1, 213 m/s
Denne værdi er 0,134
m
s
større end hvad der bliver udregnet i tabel (5). Det-
te skyldes formentlig at der er en luftmodstand der virker mod cylinderen. I
en tom cylinder er luftmodstanden relativt stor i forhold til tyngdekraften,
s˚aledes mener vi at energibevarelsen er en rimelig antagelse:
Inertimomentet er udregnet i afsnit (7) Inertimoment og indsættes direk-
te i udregningerne. Det eneste der dermed mangler er tiden cylinderen bruger
for at rulle ned af skr˚aplanet. Vi gør brug af den, med fotocellerne, ma˚lte
tid, som fremg˚ar af tabellerne i appendiks.
Accelerationen for fyldt vand ved 5 grader:
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a =
MgR22sinθ
I +MR22
=
3, 076 kg · 9, 82 m/s2 · (0, 05m)2 · sin(5◦)
3, 939× 10−3kg ·m2 + 3, 076 kg · (0, 05 m)2
= 0, 566 m/s2
(9.6)
Sluthastigheden for cylinderen fyldt med vand ved 5 grader:
vslut = at = 0, 566 m/s
2 · 1, 799 s = 1, 018 m/s (9.7)
De resterende udregninger for vinklerne og væskerne fremg˚ar af tabel 5
og 6.
Tabel 5: Resultater for udregning af bevægelsen af cylinderen ved 5 grader.
Inertimoment Masse Acceleration Tid Sluthastighed
(kg ·m2) (kg) (m/s2) (s) (m/s)
Fyldt vand: 3,939×10−3 3,076 0,566 1,799 1,018
Fyldt glycerol: 4,575×10−3 3,652 0,570 1,975 1,126
Halvt vand: 3,405×10−3 1,961 0,505 1,919 0,969
Halvt glycerol: 3,903×10−3 2,249 0,505 2,726 1,377
Tom: 1,475×10−3 0,845 0,504 2,14 1,079
Tabel 6: Resultater for udregning af den translatoriske bevægelse for cylin-
deren ved 10,5 grader.
Inertimoment Masse Acceleration Tid Sluthastighed
(kg ·m2) (kg) (m/s2) (s) (m/s)
Fyldt vand: 3,939×10−3 3,076 1,128 1,266 1,428
Fyldt glycerol: 4,575×10−3 3,652 1,136 1,37 1,557
Halvt vand: 3,405×10−3 1,961 1,006 1,341 1,349
Halvt glycerol: 3,903×10−3 2,249 1,006 1,699 1,71
Tom: 1,475×10−3 0,845 1,004 1,493 1,499
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10 Navier-Stokes ligning
For at beskrive hvordan væsken i vores cylinder flyder, m˚a vi løse Navier-
Stokes ligning for vores system, alts˚a en væskefyldt cylinder der ruller ned af
et skr˚aplan. Derfor opstiller vi Cauchys ligning og omformer den til Navier-
Stokes ligningen for vores tilfælde og viser at en lineær funktion, er en løsning
i det stationære tilfælde.
10.1 Cauchys ligning
Vi anvender Cauchys ligning for ikke-komprimerbare væsker til at opstille
Navier-Stokes ligningen for vores system. Denne ligning er[1]:
Fres = ρ
(
∂u(t)
∂t
+ u(t)(∇u(t))
)
(10.1)
Hvor Fres er den resulterende kraft, ρ er densiteten af væsken, t er tiden,
u(t) er væskens hastighed og ∇u(t) er hastighedsgradienten. Denne ligning
er det endnu ikke lykkedes at finde en generel løsning til, s˚aledes er det
nødvendigt at tilpasse den til vores særtilfælde og s˚a forsøge at løse den for
dette tilfælde.
Først opskriver vi den p˚a vektorform og bestemmer gradienten af u(t) for at
danne os et overblik.
Da væsken i vores cylinder ikke flyder i retningen langs cylinderens ro-
tationsakse, vil der ikke være nogen ændring i hastigheden i den retning. Vi
kommer s˚a til at skulle beskrive en cylinder af væske der har et cirkelformet
flow. Derfor vælger vi at anvende cylinderkoordinater til at beskrive væsken,
Figur 9: Figuren viser i hvilke retninger henholdsvis ur, uθ og uh beskriver
hastigheden (egen figur).
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hvor ur er hastigheden langs radius, uθ er hastigheden i omløbsretningen,
vinkelret p˚a radius og uh er hastigheden langs højden (rotationsaksen), se
figur (9).
Hastighedsgradienten gange hastigheden bestemmes som:
u(t)(∇u(t)) =
(
ur(t)
d
dr
+ uθ(t)
d
dθ
+ uh(t)
d
dh
)ur(t)uθ(t)
uh(t)
 (10.2)
Vi udskriver hastighedsgradienten og skriver Cauchys ligning op:
Fres = ρ

dur(t)
dt
duθ(t)
dt
duh(t)
dt
+

ur(t)
dur(t)
dr
+ uθ(t)
dur(t)
dθ
+ uh(t)
dur(t)
dh
ur(t)
duθ(t)
dr
+ uθ(t)
duθ(t)
dθ
+ uh(t)
duθ(t)
dh
ur(t)
duh(t)
dr
+ uθ(t)
duh(t)
dθ
+ uh(t)
duh(t)
dh
 (10.3)
Der vil ikke være en bevægelse langs radius af cylinderen, da væsken ikke har
en hastighed parallelt. Det betyder at alle led der indeholder ur(t) ma˚ være
0. Som nævnt ovenfor, er der ingen bevægelse og derfor heller ikke nogen
ændring af hastigheden langs rotationsaksen (h). S˚a alle led der indeholder
uh(t) eller
d
dh
ma˚ være 0. Dette medføre at væsken kun har en hastighed vin-
kelret p˚a radius, denne retning vil fra nu af blive kaldt omløbsretningen og er
(uθ). Denne hastighed ændrer sig ikke afhængigt af, hvor p˚a omløbsretningen
man er, s˚a alle led der indeholder
d
dθ
ma˚ være 0. Alts˚a er alle elementerne
i vektoren der fremkommer n˚ar vi tager gradienten af u(t) lig 0, s˚a ledet er
ikke relevant.
Ligeledes er der ogs˚a kun en ændring i hastigheden som funktion af tiden i
omløbsretningen og derfor m˚a de to andre elementer i vektoren u(t) være 0:
Fres = ρ · duθ(t)
dt
(10.4)
Vi bemærker at dette udtryk minder meget om Newtons 2. lov. Her er den-
siteten (ρ) analog til massen og hastigheden af væsken (uθ(t)) er analog til
hastigheden af legemet.
27
For at bestemme hvad uθ) er m˚a vi forholde os til geometrien af vores
opstilling. Vi ved at væsken kommer til at bevæge sig i en cirkel inde i cylin-
deren, alts˚a ma˚ udtrykket der beskriver hastighedsvektoren ogs˚a beskrive en
cirkelbevægelse. I det at vi anvender cylinderkoordinater, kan vi vælge at se
p˚a en ændring i hastigheden af væsken, som funktion af afstanden fra rota-
tionsaksen og en funktion af tiden. Da ændringen af hastigheden, som sagt,
ikke er afhængig af vinklen eller forskydningen langs rotationsaksen vælger
vi at løse Navier-Stokes ligning for ændringen af hastigheden som funktion
af afstanden til rotationsaksen og tiden.
10.2 Løsning i det stationære tilfælde
Vi vil her forsøge at beskrive hvordan hastigheden af væsken som funktion
af radius udvikler sig over tid. Til tiden 0 ruller cylinderen ikke og derfor ma˚
væsken ligge stille og der er ingen udvikling i hastigheden langs r.
I det øjeblik cylinderen begynder at rulle, bliver det yderste væskelag trukket
med pga. den viskøse kraft mellem cylinderens overflade og det yderste lag
væske. N˚ar det yderste væskelag er i bevægelse accelereres de dybereliggende
væskelag af de viskøse kræfter, som beskrevet i afsnit 5 Viskositet.
Mens cylinderen ruller, indhenter de dybereliggende væskelag de yderste og
s˚aledes nærmer udviklingen i hastighed langs r sig en lineær form, som cy-
linderen nærmer sig det stationære tilfælde.
N˚ar cylinderen nærmer sig det stationære tilfælde vil den ikke accelerere det
yderste lag yderligere og s˚aledes vil væskelagene nærmere centrum indhente
de ydre lag og vinkelhastigheden vil være konstant som funktion af radius,
hvilket medfører en lineær udvikling af tangentialhastigheden som funktion
af r. S˚aledes kan man forestille sig at væskens hastighed som funktion af
radius, vil udvikle sig med tiden p˚a følgende ma˚de:
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Figur 10: Denne figur viser udviklingen af hastigheden som funktion af r over
tid. (1) er lige efter cylinderen er startet med er rulle, (2) og (3) er under
det accelererede rul og (4) er n˚ar cylinderen har n˚aet det stationære tilfælde
(egen figur).
Vi vil nu beskrive den situation hvor væsken i cylinderen har n˚aet det sta-
tionære tilfælde. Det er muligt for os at efterprøve vores antagelse vedrørende
hastigheden, ved at bruge ligning (10.4) og erstatte Fres med Navier-Stokes
ligningen der beskriver en væskes flow omkring omkring rotationsaksen af en
cylinder [7]:
ρ
∂uθ
∂t
= η
(
∂2uθ
∂r2
+
1
r
· ∂uθ
∂r
− uθ
r2
)
(10.5)
Eftersom vi ønsker at efterprøve vores antagelse om flowet i det stationære
tilfælde, er der ingen ændring i hastigheden over tid, og s˚aledes ma˚ venstresi-
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den af ligningen være 0 og hastigheden er kun afhængig af radius:
0 = η
(
d2uθ
dr2
+
1
r
· duθ
dr
− uθ
r2
)
(10.6)
Vi ser om den lineære sammenhæng uθ = ar + b er en løsning til lignin-
gen i det stationære tilfælde:
0 = η
(
d2(ar + b)
dr2
+
1
r
· d(ar + b)
dr
− ar + b
r2
)
(10.7)
0 = η
b
r2
(10.8)
Det ma˚ gælde at uθ er lig 0 for r=0 for alle tilfælde, s˚a en randbetingelse m˚a
være at b=0.
0 = η
0
r2
= 0 (10.9)
S˚aledes er uθ = ar en løsning til ligning (10.5) n˚ar cylinderen er i det sta-
tionære tilfælde. Da uθ er direkte proportionel med vinkelhastigheden m˚a der
gælde at a = ω og s˚aledes er løsningen til ligning (10.5):
uθ = ωr (10.10)
S˚aledes har vi vist at vores gæt passede for det stationære tilfælde og vi
kan se at en væskefyldt cylinder i dette tilfælde vil opfører sig som et stift
legeme.
30
11 Databehandling
I følgende afsnit gennemg˚as vores resultater for eksperimentet med rulning
af cylinderen. Alle angivne data er gennemsnitsværdier. Alle tabeller med
m˚alinger fremg˚ar af appendiks. Data bliver behandlet s˚a der kan vurderes
hvordan hastigheden af væsken udvikler sig som funktion af radius (r).
11.1 Tidsm˚aling
Den tid det tog for cylinderen at rulle ned af skr˚aplanet blev ma˚lt ved en
vinkel p˚a 5 og 10,5 grader, for henholdsvis fyldt og halvfyldt cylinder. Der
blev ogs˚a foretaget forsøg med tom cylinder. Alle forsøg blev gentaget 10
gange og følgende tabel viser gennemsnitsværdier:
Tabel 7: Gennemsnitstider for cylinder
5◦ 10,5◦
Fyldt vand 1,799 s 1,266 s
Fyldt glycerol 1,975 s 1,370 s
Halvt vand 1,919 s 1,341 s
Halvt glycerol 2,726 s 1,699 s
Tom 2,140 s 1,493 s
Ud fra vores ma˚linger fremg˚ar det, at der er en mærkbar forskel hvorvidt
cylinderen er fyldt med glycerol eller vand. Alt afhængig af ved hvilken vinkel
samt fyldningsgrad, er dette dog ikke altid lige nemt at se. N˚ar vi fylder
cylinderen halvt op og sætter vinklen til 5 grader, er tiden for rulningen af
glycerol ca. 42% længere end ved vand. Glycerol fortsætter med at have en
længere tid end vand, men den procentvise forskel mellem de to væsker bliver
mindre ved en forøgelse af vinklen.
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11.2 Sluthastighed
Vi bestemmer sluthastighederne ud fra aflæsning af de to plots i figur 11
og 12. Dataene er plottet ud fra ma˚linger foretaget med Go!Motion hastig-
hedsma˚leren. Vi vælger at se bort fra de punkter der kommer efter knækket
hvor der kommer et kraftigt spring i hastigheden. Dette sker da de punkter
er ma˚linger hvor cylinderen er rullet ud over skr˚aplanets ende. De punkter vi
tager data ud fra er dem der er i den sidste gruppe af punkter før knækket.
Sluthastighederne anvendes til sammenligningen mellem cylinderen opfattet
som et stift legeme og cylinderen opfattet som et væskefyldt ikke-stift lege-
me.
Det skal p˚apeges at hastighedsm˚aleren ikke kan m˚ale objekter der er tættere
p˚a end 15 cm, hvorfor der først ma˚les afstand efter at cylinderen har rullet
mere end 15 cm[8].
Figur 11: Scatterplot for hastighed over position ved 5◦.
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Figur 12: Scatterplot for hastighed over position ved 10,5◦.
Tabel 8: Sluthastighed ved 5 grader
Fyldt vand: 1, 458 m/s
Fyldt glycerol: 1, 301 m/s
Halv vand: 1, 367 m/s
Halv glycerol: 0, 831 m/s
Tabel 9: Sluthastighed ved 10,5 grader
Fyldt vand: 2, 064 m/s
Fyldt glycerol: 1, 866 m/s
Halv vand: 1, 951 m/s
Halv glycerol: 1, 380 m/s
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11.3 Sammenligning af sluthastigheder
Vores m˚alinger viser at sluthastigheden for den væskefyldte cylinder er højere
end forventet. Samtidig viste de ogs˚a at den glycerolfyldte cylinders slutha-
stighed var nærmere det stive legemes sluthastighed, end den vandfyldte
cylinder var.
For at undersøge hvorvidt denne forskel skyldes de forskellige masser og iner-
timomenter, eller en egenskab ved væsken, bestemmer vi differencen mellem
sluthastighederne for cylinderen opfattet som et stift legeme og sammenlig-
ner det med differencen mellem sluthastigheder for den væskefyldte cylinder.
Hvis differencen ikke er lige stor, m˚a den resterende forskel i sluthastighed
skyldes en egenskab ved væsken, da det er det eneste der er ændret.
Forskellen mellem de m˚alte sluthastigheder for vores forsøg, viser at vand
har den højeste sluthastighed. For vores udregninger for cylinderen, opfattet
som et stift legeme, har glycerol den højeste sluthastighed. Disse differencer
fremg˚ar af følgende udregninger:
Differens mellem sluthastighed for vand- og glycerolfyldt cylinder, opfattet
som et stift legeme, ved 5 grader:
1, 126
m
s
− 1, 018 m
s
= 0, 108
m
s
Differens mellem sluthastighed for vand- og glycerolfyldt cylinder, opfat-
tet som et stift legeme, ved 10,5 grader:
1, 557
m
s
− 1, 428 m
s
= 0, 129
m
s
Differens mellem sluthastighed for vand- og glycerolfyldt cylinder, opfat-
tet som et væskefyldt legeme, ved 5 grader:
1, 458
m
s
− 1, 301 m
s
= 0, 157
m
s
Differens mellem sluthastighed for vand- og glycerolfyldt cylinder, opfat-
tet som et væskefyldt legeme, ved 10,5 grader:
2, 064
m
s
− 1, 866 m
s
= 0, 198
m
s
Ved at summe differencen for det stive legeme og differencen for det væ-
skefyldte legeme, f˚ar vi den totale differens.
Ved 5 grader
0, 108
m
s
+ 0, 157
m
s
= 0, 265
m
s
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Ved 10,5 grader
0, 129
m
s
+ 0, 198
m
s
= 0, 327
m
s
Vi ser at differencen mellem sluthastighederne for cylinderen, opfattet som
et stift legeme, er mindre end differencen for cylinderen, opfattet som et
væskefyldt legeme. Dette gælder b˚ade ved 5 og 10,5 grader. Da den eneste
anden forskel i forsøgene er væskens viskositet ma˚ denne være ansvarlig for
den resterende forskel i sluthastighederne.
11.4 Væskens hastighed som funktion af radius
Vi vil her redegøre for hvorfor vores væskefyldte cylinder i forsøget opn˚ar
en højere translatorisk- og dermed tangentielhastighed, end en væskefyldt
cylinder opfattet som et stift legeme.
I afsnit 9 Energibetragtning, bestemte vi den potentielle energi cylinderen
havde før den begyndte at rulle og viste at antagelsen om energibevarelse
holdt n˚ar cylinderen opfattes som et stift legeme.
Epot start = Ekin slut
S˚aledes, kan vores væskefyldte cylinder ikke opføre sig som et stift legeme,
da den højere hastighed ville medføre en højere kinetisk energi for enden af
skr˚aplanet, end den ville have til r˚adighed fra den potentielle energi p˚a top-
pen af skr˚aplanet.
Eftersom det blev vist at al den potentielle energi blev omsat til kinetisk ener-
gi, hvis man opfatter cylinderen som et stift legeme, kan vi omskrive Ko¨nigs
teorem og derved bestemme hvad vinkelhastigheden burde være mindre end,
eller lig med. Dette kan vi gøre fordi vi antager at vi har et lukket system,
og der derfor ikke kan være mere mekanisk energi i bunden af skr˚aplanet end
der var potentiel energi til r˚adighed. Vi ved dog at der kan g˚a energi tabt
pga. den viskøse kraft, som er en dissipativ kraft[1].
I disse udregninger bruger vi at ω(R1) = ω(R2), alts˚a at vinkelhastigheden
af det yderste væskelag er lig vinkelhastigheden af cylinderen. Vi omskriver
Ko¨nigs teorem p˚a følgende m˚ade:
Ekin slut = Epot start =
1
2
Mv2cylinder +
1
2
Iω2
ω ≤
√
Epot − 12Mv2cylinder
1
2
I
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Denne vinkelhastighed kan omregnes til den tangentielle hastighed langs radi-
us, for det stive legeme. Da vi eksperimentelt har ma˚lt en højere tangentialha-
stighed af kanten af cylinderen, end den der fremkommer ved at omregne den
maksimale ω(r), m˚a vinkelhastigheden af væsken falde n˚ar man nærmer sig
centrum. Hvis ikke dette er tilfældet vil den væskefyldte cylinder have mere
mekanisk energi for af skr˚aplanet, end den startede med, før den begyndte at
rulle og dette kan ikke lade sig gøre da vi antager at det er et lukket system.
Vinkelhastigheden som funktion af radius ma˚ falde p˚a en s˚adan ma˚de, at
del-elementerne af væsken (dr) hver ma˚ have en tangentielhastighed s˚aledes
at integralet af tangentialhastigheden over r for det stive legeme, er større
end integralet af tangentialhastigheden over r for det væskefyldte legeme:
Stift legeme
∫ R1
0
uθ(r) dr ≤ Væskefyldt legeme
∫ R1
0
uθ(r) dr (11.1)
Dette er illustreret p˚a figur (13):
Figur 13: Den første graf viser udviklingen af den tangentielle hastighed over
r, n˚ar cylinderen opfattes som et stift legeme; den anden graf viser et gæt p˚a
en udviklingen af den tangentielle hastighed over r, hvor cylinderen opfattes
som væskefyldt (egen figur).
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Vi udregner hvad ω(r) skal være mindre end for at der ikke er blevet
tilført energi til systemet for vores væskefyldte cylinder.
Vand ved 5 grader
ω(r) ≤
√
3, 844 J − 1
2
· 3, 076 kg · (1, 458 m
s
)2
1
2
· 3, 939× 10−3 kg ·m2 = 17, 080
rad
s
(11.2)
Maksimalværdierne for ω(r), n˚ar cylinderen opfattes som et stift legeme, er
givet i tabel (10). Under dem er opgivet de eksperimentelt bestemte ω(R2)
værdier, beregnet ud fra den ma˚lte sluthastighed af cylinderen, under anta-
gelse om ren rulning.
Tabel 10: De beregnede vinkelhastigheder, ω(r) og de ma˚lte vinkelhastighe-
der, ω(R2)
5◦ vand 5◦ glycerol 10◦ vand 10◦ glycerol
ω(r) ≤ 17,080 25,369 27,400 37,308
ω(R2) 29,16 26,02 41,3 37,32
Som det fremg˚ar af tabel (10) er alle de eksperimentelt bestemte værdier
højere end de maksimale værdi for et stift legeme, og s˚aledes er det vist at
tangentialhastigheden langs r m˚a udvikle sig som vist p˚a figur (13), dette
kan illustreres som p˚a figur (14):
Figur 14: Figuren viser forskellen i hastighed i de forskellige væskelag (egen
figur).
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12 Fejlkilder og Usikkerheder
Dette afsnit indeholder en diskussion af fejlkilder og usikkerheder i m˚alinger
og forsøgsopstilling. Form˚alet er at vurdere reproducerbarheden af vores forsøg
og signifikansen af vores data.
12.1 Fejlkilder
Udløsningsmekanismen er konstrueret s˚aledes at der er en plade som holdes
nede med h˚andkraft vinkelret p˚a skr˚aplanet. Denne sidder fast p˚a to fjedre
s˚adan at pladen skydes væk fra skr˚aplanet n˚ar der gives slip. Dette gør
det muligt for pladen ikke at forlade skr˚aplanet med samme hastighed i
begge ender. Cylinderen kan derfor rulle skævt ned ad skr˚aplanet hvilket vil
resultere i en længere rullelængde.
Skruen har ikke samme tykkelse alle steder p˚a skruen, pga. skruehovedet.
Dette vil give en mindre afvigelse afhængig af hvilken del af skruen der bryder
str˚alen p˚a fotocellen for enden af skr˚aplanet.
N˚ar skr˚aplanet indstilles til en bestemt vinkel skal det sættes fast p˚a to
vandrette træplader med skruetvinger. N˚ar eksperimenterne foretages kan det
ske at vinklen falder grundet udløsningsmekanismen. Dette vil resultere i en
lavere acceleration, som resultat af en en ændret komponent af tyngdekraften.
Vi har ikke observeret dette, men vi vil alligevel ikke udelukke den potentielle
mulighed for at vinklen kan have ændret sig under vejs i forsøgene.
Fotocellerne var placeret s˚aledes, at cylinderen har n˚aet at rulle et lille stykke
(under en halv centimeter) inden, at tidsm˚alingen blev p˚abegyndt. Dette
medfører, at v0 ikke er præcis 0, som vi g˚ar ud fra i vores beregninger, men
p˚a dette tidspunkt har opn˚aet en lille hastighed.
12.2 Usikkerheder
Grundet vandets lave viskositet har det skvulpet frem og tilbage n˚ar cylinde-
ren er blevet lagt ned ved udløsningsmekanismen. Da vi ikke altid ventede p˚a
at vandet l˚a helt stille, har vandet allerede været i bevægelse før rulningen
blev igangsat, hvilket har haft en lille effekt p˚a rulningen.
P˚a vores dunk med glycerol st˚ar der at væsken indeholder minimum 97%
glycerol. Der er alts˚a højest 3% af væsken der kan best˚a af andre substanser.
Vi vil ikke kunne vurdere hvilken indflydelse dette har p˚a væskens viskositet.
Vores vægt har en usikkerhed p˚a ±0, 5g. Dette vil højest udgøre en procent-
vis afvigelse p˚a ∼ 0, 06% (udregnet i forhold til den tomme cylinder).
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12.3 Reproducerbarhed
Overst˚aende taget i betragtning, konkluderer vi at vores fejlkilder har en
minimal indflydelse p˚a vores forsøg. Forsøgsdataene fra figur 11 og 12 viser
ogs˚a en s˚a klar tendens at der ikke bør være nogen tvivl om hvorvidt vo-
res data er signifikante. Vi vil derfor mene, givet samme specifikationer for
forsøgsopstillingen, at en reproduktion af forsøgene vil give de samme resul-
tater.
Vi udregner forskellen mellem tidsma˚lingerne for de forskellige forsøg, for
at kunne vurdere hvorvidt disse data ogs˚a er signifikante. De resterende data
fra tidsma˚lingerne kan findes i appendiks.
Tabel 11: Procentvis afvigelse for maks. og min. tider
5◦fyldt 5
◦
halvfyldt 10,5
◦
fyldt 10,5
◦
halvfyldt
vandmaks(s) 1,811 1,932 1,270 1,350
vandmin(s) 1,788 1,906 1,260 1,330
afvigelse i % 1,270% 1,346% 0,787% 1,487%
glycerolmaks(s) 1,984 2,762 1,372 1,711
glycerolmin(s) 1,966 2,699 1,366 1,680
afvigelse i % 0,907% 2,281% 0,437% 1,812%
Vi kan her se at den maksimale forskel mellem tiderne for vand er 1,487%
og for glycerol er 2,281%. Vi konkluderer at ogs˚a her vil en reproduktion af
forsøget med høj sandsynlighed give samme resultater, grundet den lave grad
af variation i vores forsøgsdata.
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13 Diskussion
Ud fra beregningerne af Reynolds tallene for flowet i cylinderen, har vi be-
stemt at vandets Reynolds tal er s˚a højt, at det burde flyde turbulent, selv
ved den laveste vinkel p˚a 5 grader, her var det 53 760. Da vi har defineret
flowet til at opfører sig turbulent ved Reynolds tal over ∼ 4000, burde man
ikke umiddelbart kunne antage at vandet flyder laminart. Vores forsøg har
dog vist at det er primært er det yderste væskelag der bliver accelereret af
cylinderen. Derfor flyder vandet tættere p˚a centrum af cylinderen langsom-
mere end antaget under udregningerne af Reynolds tallet. Dette medfører at
vandet tættere p˚a centrum sandsynligvis flyder mere laminart end Reynolds
tallet antyder. Ud over dette har vi i vores forsøg, trods store anstrengelser,
ikke kunne observere turbulent flow. S˚aledes mener vi, at antagelsen om at
vandet flyder laminart er rimelig.
Vi har fokuseret mest p˚a cylinderne der var helt fyldt med væske, og ikke s˚a
meget p˚a de halvfyldte. Dette skyldes at de halvfyldte er meget uforudsigeli-
ge, i forhold til inertimomentet, fordi væsken ligger forskelligt alt efter hvor
hurtigt cylinderen ruller. Vi antog i starten af rapportskrivningen at væsken
i størstedelen af rullet ville lægge sig yderst i cylinderen. Det antog vi fordi
vores intuitive forst˚aelse sagde os, at cylinderen ville have trukket mere i væ-
sken end den i realiteten gjorde. Det vi observerede i forsøget var, at væsken
mere eller mindre lagde sig i bunden af cylinderen og befandt sig der under
hele rulningen. Det er svært at sige hvordan inertimomentet er i dette tilfæl-
de. Man kunne ogs˚a have lavet beregninger for inertimomentet hvor væsken
var tæt p˚a rotationsaksen i stedet for at det var langt fra den. Man kunne
forestille sig at væsken i virkeligheden havde sin egen rotationsakse, hvor
væsken ville have en slags ‘punkteret dæk’-rotation, alts˚a mere ovalformet,
men dette er ikke et stift legeme og det ville derfor være enormt svært at lave
beregninger p˚a. Vores teoretiske inertimoment ma˚ alts˚a være lig med, eller
større, end inertimoment reelt er i vores forsøg. Vi ser ved 5 graders rulning
med halvt fyldt vand, at vores beregnede sluthastighed er lavere end hvad
vores ma˚lte sluthastighed er. Et lavere inertimoment ville medføre en højere
beregnet sluthastighed. Derfor er differencen nok større end hvad den burde
være. Det er dog en rimelig antagelse at viskositeten har større betydning
for differencen end inertimomentet. Vores ma˚lte sluthastighed for cylinderen
halvt fyldt med vand ved 5 grader er 1,367 m
s
mens at vores beregnede er
0,969 m
s
. Hvis vi kunne have beregnet det eksakte inertimoment ville vores
beregnede sluthastighed have været større. Differensen ville derfor være min-
dre.
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I vores forsøg rullede vores cylinder med væske hurtigere end hvad det ville
være muligt for en solid cylinder, uden at der bliver tilført mekanisk energi
til systemet. Vi antager at vores forsøg er et lukket system, og derfor ma˚
den tilsyneladende tilførsel af energi kunne forklares ud fra den indflydelse
væsken har p˚a dynamikken af cylinderen. Vi laver en sammenligning mel-
lem vinkelhastigheden udregnet ved hjælp af Ko¨nigs teorem, og den ma˚lte
vinkelhastighed fra vores forsøg. Ko¨nigs teorem fortæller os hvad vinkelha-
stigheden burde være hvis cylinderen opførte sig som et stift legeme, alts˚a
at vinkelhastigheden skulle være konstant som funktion af radius, og at den
tangentielle hastighed skulle stige lineært som funktion af radius.
Ko¨nigs teorem fortæller os at vinkelhastigheden ikke kan være større end
17,080 rad
s
for vand ved 5 grader hvis cylinderen opførte sig som et stift lege-
me. Men den ma˚lte vinkelhastighed for vand ved 5 grader er 29,16 rad
s
. Derfor
ma˚ vi konkludere at vores væskefyldte cylinder ikke opfører sig som et stift
legeme. I stedet forsøger vi at fremstille en model for hvordan væskens ha-
stighed udvikler sig som en funktion af radius. Vores eneste randbetingelser
er at vi ved at den tangentielle hastighed i centrum af cylinderen altid ma˚
være 0, og at hastigheden alle steder i cylinderen til tiden 0, m˚a være 0. For
at undersøge hvordan væskens hastighed er en funktion af radius forsøger
vi at løse Navier-Stokes ligningen. Dette kan vi dog ikke gøre med vores
randbetingelser. I stedet bruger vi at vi ved at i det stationære tilfælde,
ma˚ vinkelhastigheden være konstant som funktion af radius. Dermed er den
translatoriske hastighed direkte proportinel med radius. P˚a dette tidspunkt
vil den væskefyldte cylinder opføre sig som en et stift legeme. Vi kan fore-
stille os, at det øjeblik cylinderen begynder at rulle, vil det yderste væskelag
blive sat i bevægelse, pga. den viskøse kraft mellem væsken og cylinderen,
mens resten af væsken stadig er i ro. Mens cylinderen nærmer sig en konstant
hastighed vil den viskøse kraft mellem væskelagene n˚a at virke dybere, og
væsken vil bevæge sig imod det stationære tilfælde. Vi kan dog se at dette
ikke sker instantant, da vores cylinder som sagt ikke opfører sig som et stift
legeme.
Ved 5 grader er der for vand stor forskel i vinkelhastigheden mellem den ud-
regnede, vha. Ko¨nigs teorem, og den eksperimentelt ma˚lte. For glycerol er
den signifikant mindre. Dette kan skyldes glycerols højere viskositet, hvilket
betyder at glycerol opfører sig mere som et stift legeme, og n˚ar nærmere
det stationære tilfælde i vores forsøg, end vand. Ved 10,5 grader ligger den
ma˚lte vinkelhastighed for glycerol endnu nærmere den udregnede. Forskellen
ligger p˚a under to hundrededele, og dermed ma˚ glycerol opfører sig næsten
fuldstændig som et stift legeme n˚ar det ruller ved 10,5 grader.
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14 Konklusion
Vi kan ud fra vores undersøgelser konkludere at, en væskes viskositets ind-
flydelse p˚a en cylinders dynamik er, at jo lavere viskositet desto mindre vil
cylinderen opføre sig som et stift legeme. Vi kan ogs˚a konkludere at en lavere
viskositet, medfører en højere sluthastighed. Dette kommer til udtryk ved de
højere eksperimentelt ma˚lte sluthastigheder. Disse høje sluthastigheder for-
klarer vi ved at opstille en model for væskens tangentielle hastighed som en
funktion af radius. Denne model beskriver at vinkelhastigheden som funktion
af radius m˚a aftage n˚ar man g˚ar fra randen af cylinderen mod centrum, indtil
cylinderen n˚ar det stationære tilfælde. Vi observerer at glycerol, som har en
højere viskositet end vand, opfører sig mere som et stift legeme end vand, og
derfor opn˚ar en lavere sluthastighed.
Vi har dermed modbevist vores hypotese idet at viskositeten ikke sænkede
cylinderens hastighed. Vi kan dog ikke udelukke at der er g˚aet mekanisk
energi tabt p˚a grund af viskøse kræfter.
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15 Appendiks
15.1 Symbolforklaring
S˚adan her kommer symbolforklaring med alle symboler fra rapporten til at
se ud.
Symbol Enhed Forklaring
Fres [N ] el. [
N
m3
] Den resulterende kraft for hhv. legemer eller væsker
ρ [ kg
m3
] Densitet (af væske)
∇u(t) [1
s
] Gradienten af u(t)
u(t) [m
s
] Væskens hastighed
ur(t) [
m
s
] Væskens hastighed langs r
uθ(t) [
m
s
] Væskens tangentielle hastighed langs omløbsretningen, vinkelret p˚a r
uh(t) [
m
s
] Væskens hastighed langs h
u(r) [m
s
] Hastigheden af væsken som funktion af afstanden til
rotationsaksen
r [m] radius
θ [enhedsløs] Vinkelforskydning
h [m] Højden af cylinderen og dermed cylinderens rotationsaksen.
I afsnit 5 Viskositet bruges symbolet til afstanden mellem to plader.
ds [m] Ændring af sted
dφ [enhedsløs] Ændring af vinkel
Fη [
N
m3
] Den viskøse kraft
η [Pa · s] Væskens dynamiske viskositet
ν [m
2
s
] Væskens kinematiske viskositet
v [m
s
] Hastigheden af cylinderen
R [m] Afstanden fra rotationsaksen
r [m] Variable, afstanden til rotationsaksen
Ft [N ] Tyngdekraften
m [kg] Masse
M [kg] Den samlede masse
g [m
s2
] Tyngdeaccelerationen, 9.82 m
s2
er brugt
γ [enhedsløs] Deformationsgrad ved forskydningskraft
Fortsat p˚a næste side
44
Symbol Enhed Forklaring
F
A
[ N
m2
] Kraft per areal
U [m
s2
] Hastighed af pladen i definitionen af viskositet
Re [enhedsløs] Reynolds tallet
Ekin [J ] Kinetisk energi
Epot [J ] Potentiel energi
I [kg ·m2] Inertimoment
ω [s−1] Vinkelhastighed
W [J ] Arbejde
τ [N ·m] Kraftmoment
a [m
s2
] Acceleration
t [s] Tid
L [m] Den karakteristiske længde, i vores cylinder R1
Tabel 12: Data for cylinderen
Ydre radius (R2) 5 cm
Indre radius (R1) 4,7 cm
Ydre længde (h) 36,6 cm
Indre længde 32,1 cm
Skrue længde 3,8 cm
Masse tom 0,845 kg
Masse tom + vand 3,076 kg
Masse tom + glycerol 3,652 kg
Masse vand 2,231 kg
Masse glycerol 2,807 kg
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Rulning. 5◦
Halvt fyldt cylinder.
Ma˚ling (nr) Tid vand (s) Tid glycerol (s) Differens (s) Tom (s)
1 1,917 2,762 2,153
2 1,906 2,739 2,143
3 1,920 2,704 2,154
4 1,932 2,726 2,148
5 1,912 2,713 2,119
6 1,927 2,746 2,155
7 1,920 2,699 2,129
8 1,907 2,733 2,133
9 1,931 2,725 2,146
10 1,921 2,715 2,125
Gennemsnit: 1,919 2,726 0,807 2,140
Helt fyldt cylinder.
Ma˚ling (nr) Tid vand (s) Tid glycerol (s) Differens (s)
1 1,793 1,968
2 1,791 1,973
3 1,803 1,966
4 1,788 1,979
5 1,811 1,976
6 1,797 1,975
7 1,809 1,984
8 1,808 1,970
9 1,793 1,980
10 1,795 1,975
Gennemsnit: 1,799 1,975 0,176
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Rulning. 10,5◦
Halvt fyldt cylinder.
Ma˚ling (nr) Tid vand (s) Tid glycerol (s) Differens (s) Tom (s)
1 1,341 1,696 1,491
2 1,347 1,705 1,493
3 1,335 1,699 1,499
4 1,341 1,697 1,495
5 1,350 1,687 1,514
6 1,342 1,710 1,506
7 1,333 1,711 1,489
8 1,350 1,707 1,488
9 1,336 1,680 1,475
10 1,330 1,700 1,481
Gennemsnit: 1,341 1,699 0,358 1,493
Helt fyldt cylinder.
Ma˚ling (nr) Tid vand (s) Tid glycerol (s) Differens (s)
1 1,270 1,372
2 1,267 1,371
3 1,271 1,371
4 1,266 1,369
5 1,271 1,368
6 1,261 1,375
7 1,269 1,371
8 1,260 1,366
9 1,263 1,371
10 1,260 1,369
Gennemsnit: 1,266 1,370 0,104
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Rulning. 21,5◦
Halvt fyldt cylinder.
Ma˚ling (nr) Tid vand (s) Tid glycerol (s) Differens (s) Tom (s)
1 0,959 1,117 1,079
2 0,958 1,111 1,089
3 0,961 1,103 1,073
4 0,962 1,104 1,080
5 0,971 1,089 1,084
6 0,975 1,085 1,081
7 0,974 1,086 1,071
8 0,961 1,082 1,078
9 0,963 1,080 1,0 79
10 0,958 1,076 1,080
Gennemsnit: 0,964 1,093 0,129 1,079
Helt fyldt cylinder.
Ma˚ling (nr) Tid vand (s) Tid glycerol (s) Differens (s)
1 0,897 0,978
2 0,895 0,978
3 0,898 0,980
4 0,896 0,973
5 0,902 0,973
6 0,898 0,972
7 0,900 0,973
8 0,893 0,974
9 0,903 0,973
10 0,893 0,973
Gennemsnit: 0,898 0,975 0,077
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